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RESUMEN: La meta de este articulo es plantear un problema en los funda-
mentos de la teoria del consumidor. El problema es si es posible determinar
una condicién empiricamente significativa sobre la relacién de preferencia del
consumidor —aunque sea idealizada— que garantice la existencia de una fun-
cién de utilidad continuamente diferenciable que represente dicha relaciéon.

PALABRAS CLAVE: teoria del consumidor - preferencias diferenciales - utilidad
continuamente diferenciable.

ABSTRACT: The aim of the present paper is to formulate a problem in the
foundations of consumer theory. The problem is whether it is possible to de-
termine an empirically meaningful condition on the preference relation of the
consumer —even if idealized— that guarantees the existence of a continuously
differentiable utility function representing that relation.
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1. Introduccién

La teoria cldsica de la demanda pretende derivar la funcién de de-
manda walrasiana a partir de axiomas sobre la relacién de preferencia
que atribuyen propiedades empiricamente significativas al consumi-
dor. Una de estas propiedades es, por ejemplo, la insaciedad local, la
cual consiste en una disposicién del consumidor a encontrar menus
de consumo superiores a uno dado dentro de cualquier vecindad de
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éste. Puede ser falso afirmar que un consumidor determinado tiene
esta propiedad, pero el punto es que al menos la propiedad tiene sen-
tido empirico. Lo que me propongo hacer aqui es plantear el problema
de encontrar una condicién con significado empirico sobre la relacién
de preferencia que garantice que la funcién de demanda walrasiana
derivable de la misma sea C!. Mas-Collel, Whinston y Green (1995, p.
49) afirmaron que “es posible dar una condicién puramente en térmi-
nos de preferencias” que implique que una funcién de utilidad que la
represente sea C2:

Intuitivamente, lo que se requiere es que los conjuntos de indiferencia sean

superficies lisas (smooth) que encajen agradablemente entre si, de modo que

las tasas a las que las mercancias se sustituyen entre si dependan diferen-
ciablemente de los niveles de consumo.

No obstante, no estd claro qué propiedad empiricamente significati-
va debe tener el consumidor para que los conjuntos de indiferencia de
su relaciéon de preferencia encajen “agradablemente entre si”. Lo que
es peor, la diferenciabilidad C? es restrictiva porque algunas funciones
de demanda que si son derivables no provienen de una funcién de uti-
lidad CQ, como los mismos autores han observado (Mas-Colell, Whins-
ton y Green 1995, p. 95, n. 33). Ademas, como Gerard Debreu (1972;
1983, p. 201) ha senalado, es suficiente que la funcién de utilidad sea
C! para que la funcién de demanda correspondiente también lo sea.
Asi, parece claro que lo indicado es buscar una propiedad empirica-
mente significativa del consumidor que implique que su funcién de
utilidad es C!. ¢{Puede encontrarse una condicién tal que pueda consi-
derarse lo suficientemente natural y general como para pasar a formar
parte de la teoria cldsica de la demanda? El objetivo de este articulo es
abordar esta pregunta tratando de identificar tal propiedad.

2. El concepto de demanda walrasiana

La teoria de la elecciéon individual nos dice que el agente tiene una
regla de eleccién 71 que especifica, en cada situacion, las elecciones
aceptables para el agente en esa situacion. Asi, 7) es una corresponden-
cia :B — X (o sea, una funcion 7:B — pot(X) en la potencia de X)
con la propiedad de que n(B) € B para cada B € 2. Es por ello que es
natural teorizar una circunstancia de eleccién individual mediante el
concepto de estructura de eleccién.
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DEFINICION 1 € es una estructura de eleccion syss existen X, B y 1 tales
que

0) € =(X,B,n);
(1) X es un conjunto no vacio;
(2) & es una familia de subconjuntos no vacios de X;

(3) 7:B - pot(X) es una funcién que asigna a cada B € B un
subconjunto no vacio 7(B) de X;

(4) VB € B: n(B) ¢ B.

Como una especializacién inmediata de este concepto, obtenemos
el concepto de estructura de demanda. Si X es un subconjunto de RE,

el simbolo X° denota su interior, con respecto a la topologia usual de
RE.

DEFINICION 2 € es una estructura de demanda walrasiana syss existen X,
%, n, Ly ¢ tales que

(0) € =(X,B,n)
(1) L es un entero positivo y X es el ortante no negativo Q de RE;
(2) pQ2° xR, - Q es una correspondencia;

(3) Y(p,w) € Q° xRy, Va e RS: p(ap, aw) = ¢(p,w)
(homogeneidad de grado cero);

4) V(p,w) e Q° xR, Vx e p(p,w): px=w
(Ley de Walras);

(5) B € @ syss existe (p,w) € Q° xR, tal que B = {x € Q|px <w};

(6) Para todo B € B: si B = {x ¢ Q|px < w} entonces n(B) =
p(p,w).

En cada situacién de precios y riqueza (p,w), la correspondencia
de eleccién 7 describe la eleccion de menus de consumo que haria el
consumidor en el conjunto By.. = {x € Q| px < w} determinado por esa
situacion. Asi interpretada, la correspondencia 1 se denomina corres-
pondencia de demanda y se tiene 7(Bs..) = ¢(p,w). En el caso particular
en que todos los conjuntos ¢(p,w) son unitarios, la correspondencia
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de demanda es una funcién —la funcion de demanda— que asocia a ca-
da par (p,w) el tnico elemento de ¢(p,w). Este es el caso particular
que usualmente estudia la teoria de la demanda clasica, el cual es una
ulterior especializacién de la teoria de la eleccién (o sea, es una espe-
cializacién de la teoria de la demanda). El problema que me ocupa en
este trabajo solo tiene sentido en relacién con este caso.

DEFINICION 3 D es una estructura de demanda univalente syss existen X,
%, n, Ly p tales que

(0) D= (X, B,n);
(1) ® es una estructura de demanda;
(2) Para cada (p,w) € Q° xR,: 5(Bp.) es un conjunto unitario;

(3) ¢:Q° xRy - Q es una funcién cuyo valor, para cada (p,w) €
Q° xRy, es el unico elemento de 1(Bp.v);

(4) pes cl.

Una estructura de demanda univalente representa a un consumidor
competitivo cuya correspondencia de eleccién es una funcién. Es por
ello que pensaremos las estructuras de demanda como estructuras de
eleccion.

3. Teoria clasica de la demanda

La teoria clasica de la demanda se ocupa del problema de generar
estructuras de demanda a partir de estructuras de preferencia. Por
estructura de preferencia en su sentido mas general entiendo un par
consistente en un conjunto no vacio X y lo que usualmente se llama
una relaciéon de preferencia racional o regular; esto es, una relacién
binaria R sobre X que es conectada y transitiva en X.

El espiritu de la teoria cldsica de la demanda es el de derivar las pro-
piedades de la correspondencia de demanda a partir de propiedades
empiricamente significativas y hasta naturales de la relacién de prefe-
rencia. Un ideal estético de la misma es, por lo tanto, que todas estas
propiedades sean del mismo color. Para generar una estructura de de-
manda walrasiana univalente se requiere una estructura de preferencia
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como la siguiente, donde el predicado “liso” requiere ser definido me-
diante la condicién buscada.

DEFINICION 4 %8 es una estructura de preferencia cldsica syss existen 0, R
y un entero positivo L tal que

(0) % = (2, R);

(1) € es el ortante no negativo de RE;
(2) R es una relacién binaria sobre €2;
(3) R es conectada en €;

(4) R es transitiva en €2;

(5) R es estrictamente convexa;

(6) R eslocalmente insaciada;

(7) R es lisa.

El concepto de estructura de demanda generada a partir de una
estructura de preferencia se puede precisar como sigue.

DEFINICION 5 Sea * = (X, R) una estructura de preferencia, % una fa-
milia de subconjuntos no vacios de X, y B € B. El conjunto de alternativas
aceptables de B segin R se define como

n*(B,R) = {x € B|Rxy para todo y € B}.

La estructura de eleccién generada por 'y B es la estructura (X, B, ),
donde n(B) = n* (B, R) para todo B € %.

Notese que si B es convexo y 7)(B) contuviera mds de un elemento,
digamos y ademads de x, tendriamos ax + (1 - ay) € B. Pero, como R es
estrictamente convexa, z = ax + (1 — ay) seria estrictamente preferido
tanto a x como a y, y asi tendriamos un elemento z € B estrictamente
preferido a x. Esto muestra que la correspondencia 7 es univalente y
que la siguiente proposicién es verdadera.

PROPOSICION. Si D = (Q, B, n) es una estructura de eleccion generada por
una estructura de preferencia cldsica, y los conjuntos en B son convexos, en-
tonces D es una estructura de demanda walrasiana univalente.
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Las condiciones (3)-(6) de la Definicién 4 son empiricamente signi-
ficativas pero (7) ha sido formulada como una condicién muy abstracta
cuyo significado empirico, a diferencia del de las demds condiciones,
no es aparente. El problema que nos ocupa es expresar esta condi-
cién de suavidad en un lenguaje que tenga sentido empirico (como las
otras condiciones de la Definicién 4) y que garantice simplemente que
la utilidad sea de tipo C!, pues no se necesita mas para la teorfa de la
demanda.

La condicién de “suavidad” ha sido interpretada por Mas-Colell
en términos del concepto de variedad diferenciable, dando lugar al
siguiente importante teorema.

TEOREMA 1 (Mas-CoLELL 1985) Sea X un subconjunto abierto de R y
R una relacion regular de preferencia sobre X, localmente insaciada, cuyos
conjuntos de indiferencia son conectados. Entonces R es representable por una
funcion de utilidad C* sin punto critico syss la frontera de R es una variedad
ch.

[Se omite la demostracion. |

Una interpretaciéon que se acerca mas a la condicién buscada es la
de curvatura gaussiana de la curva de indiferencia en cada punto. En
términos de la misma, Gerard Debreu demostré el siguiente resultado.

TeEOREMA 2 (DEBREU 1972) Sea X un subconjunto abierto de RE y R una
relacion regular de preferencia sobre X que es mondtona, continua, y cuya fron-
tera es una variedad C?. Si los conjuntos de indiferencia de R no intersectan
la frontera de X, entonces existe una funcion de demanda ¢ de clase C 1 syss la
curvatura gaussiana es distinta de cero en cada punto de las hipersuperficies
de indiferencia.

[Se omite la demostracién. ]

Quisiera concluir esta presentaciéon con una reflexion acerca del sig-
nificado de la condicién sobre la curvatura de las hipersuperficies de
indiferencia. En primer lugar, la definicién de curvatura gaussiana que
propone Debreu (tomada de Hicks 1965, sec. 2.2) presupone de facto
que las hipersuperficies de indiferencia son ya variedades diferencia-
bles (de hecho, Debreu supone que son variedades de clase C?), por lo
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que la condicién lo Gnico que hace es trasladar el problema a un nivel
mas profundo. Pues la pregunta es, precisamente, cual es la propiedad
que habria que atribuirle al consumidor para garantizar que las super-
ficies de indiferencia sean variedades diferenciables en primer lugar.
En la definicién de Debreu, la cuestion relativa a si la curvatura gaus-
siana de la variedad es distinta de cero o no sobreviene una vez que se
ha resuelto el primer problema.

Creo que la condicién empiricamente significativa sobre la relacién
de preferencia que implica la existencia de una funcién de utilidad C!
es la siguiente, a saber, que la tasa de cambio de las preferencias se transforma
de modo continuo, de modo que varia solo infinitesimalmente en el halo de
cualquier menai de consumo. El problema es expresar esta condiciéon en
el lenguaje cualitativo de la teoria de la preferencia.

Para sugerir la plausibilidad de la condicién, quisiera mostrar aqui
que la misma implica que las hipersuperficies de indiferencia son va-
riedades C!. Para empezar, los axiomas de la Definicién 4, (1)-(6) ga-
rantizan que las hipersuperficies de indiferencia son “curvas” conti-
nuas (hipersuperficies conectadas). En el caso de las hipersuperficies
de indiferencia, la condicién que buscamos se puede traducir a una
condicién geométrica que se encuentra en el Articulo 3 de las Disquisi-
tiones generales circa superficies curvas de Gauss, el cual empieza asi:

se dice que una superficie curva posee curvatura continua en uno de sus
puntos A si las direcciones de todas las lineas rectas dibujadas de A a puntos
de la superficie a una distancia infinitamente pequena de A se desvian
inifinitamente poco de uno y el mismo plano que pasa a través de A. Se
dice que este plano foca la superficie en el punto A”

Claramente, el significado empirico de la curvatura continua de la
hipersuperficie de indiferencia es que el agente no es brusco en sus
cambios de gustos. Esto implica que en una vecindad infinitesimal
del punto x( (el halo, hal(x(), de x() los puntos indiferentes a x
forman aproximadamente un plano; ie. hal(xg) n[x¢], donde [x¢]
es el conjunto de indiferencia de x(, es “casi” una superficie plana.
Una manera de expresar esto consiste en decir que hay un hiperplano
T(x() tal que el dngulo formado por un segmento cualquiera X)Xy,
con x7 € hal(x() N [x¢], se desvia infinitamente poco de T(xy).

* Citado por Stroyan (1977, p. 17). La traduccién es mfa.
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Por un teorema debido a Stroyan (1977, p. 217), se tiene que [x] es
una variedad C! (de m dimensiones) para cada x € , con cartas provis-
tas por la proyeccién local sobre los planos tangentes. [x] es cubierto
por un atlas ¢, de cartas en el que cada carta es un homeomorfismo o
de una vecindad V de x sobre una bola m-dimensional, y la composi-

ci6n de la carta p con 0!

es un difeomorfismo de R™ a R™, siempre
que la composicion estd definida.

Para cadax € Q, I, = [x] x [x] es también una variedad C', con cartas
definidas como sigue. Si 01:V; — R™ es una carta en x7 y o9:Vo - R"™

es una carta en Xo, la carta en (x,X9) es la carta producto
(01,09): V) x Vo - R?™,
definida por la condicién

(01,09)(x1,%x2) = (01(x1),02(x2))-

La frontera de R es

I={(x1,x9) [Ix1x9} = U L,
x€Q)

por lo que podria pensarse que las cartas (oy,09) forman un atlas
que convierte a I en una variedad C!. Desafortunadamente, ello no
es asi porque la condicién cualitativa sobre la relaciéon de preferencia
no se ha traducido a una condicién andloga a la de Gauss sobre las hi-
persuperficies de indiferencia cuando nos movemos entre dichas hiper-
superficies. Encontrar esa condicién es todavia un problema abierto
para esta investigacion.
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